
บทที่ 1  
การวเิคราะห์สัญญาณ 
 

ในบทนีจ้ะศกึษาการวิเคราะห์สญัญาณซึง่จะเร่ิมด้วยการทบทวนอนกุรมฟเูรียร์ (Fourier 
series) ส าหรับอธิบายองค์ประกอบทางความถ่ีของสญัญาณรายคาบ (periodic signal) จากนัน้
จะมาดกูารหาองค์ประกอบทางความถ่ีของสญัญาณท่ีไมเ่ป็นรายคาบ (nonperiodic signal) โดย
ใช้ ฟเูรียร์ทรานสฟอร์ม (Fourier transform) ซึง่มีความหมายกว้างกวา่อนกุรมฟเูรียร์ 
 จดุประสงค์ของการหาอนกุรมฟเูรียร์และฟเูรียร์ทรานสฟอร์มก็เพ่ือท่ีจะดวูา่สญัญาณทาง
ไฟฟ้าท่ีมกัจะเห็นในรูปของอาณาจกัรของเวลา (time domain) มีองค์ประกอบทางความถ่ี 
(frequency components) ในอาณาจกัรของความถ่ี (frequency domain) ท่ีความถ่ีใดบ้าง 

 

1.1 อนุกรมฟูเรียร์ 
 
สมมตุให้ ( )g t เป็นสญัญาณรายคาบท่ีมีคาบ (period) เป็น oT  นัน่คือ 

 
 ( ) ( ) ; 0o og t g t T T    (1.1) 
 
สามารถท่ีจะเขียน ( )g t  ในรูปของอนกุรมฟเูรียร์ได้คือ 
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เม่ือ na  และ nb  คือคา่สมัประสิทธ์ิซึง่แทนขนาดของเทอมโคไซน์ (cosine) และ ไซน์ (sine) 
ตามล าดบั     of  คือ ความถ่ีพืน้ฐาน (fundamental frequency) ของสญัญาณ ( )g t  และ 

1/o of T      คา่ของ na  และ nb  สามารถหาได้จากสมการ 
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2 ระบบส่ือสาร 

คา่สมัประสิทธ์ิ 0a  หมายถึงคา่เฉล่ีย (mean value) ของ ( )g t  หรือในทางไฟฟ้าเรียกวา่
องค์ประกอบดีซี (dc component) ของ ( )g t  สามารถหาคา่ 0a  ได้จากสมการ 
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อนกุรมฟเูรียร์ในสมการท่ี (1.2) สามารถเขียนให้อยูใ่นรูปท่ีกะทดัรัดได้อีกคือ 
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เม่ือ       
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โดยท่ีสามารถท่ีจะพิสจูน์ความสนัพนัธ์ในสมการท่ี (1.6) ได้โดยใช้หลกัตรีโกณมิติ 
 อีกรูปแบบหนึง่ท่ีนิยมใช้กนัมากในการแทนอนกุรมฟเูรียร์ของสญัญาณท่ีเป็นรายคาบคือ
การแทนในรูปเอ็กซ์โพเนนเชียล (exponential) โดยอาศยัคณุสมบตัท่ีิวา่ 
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ซึง่จะได้อนกุรมฟเูรียร์ในรูปเอ็กซ์โพเนนเชียลคือ 
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โดยท่ี nG  คือคา่สมัประสิทธ์ิเชิงซ้อน (complex coefficient) และสามารถหาได้จาก 
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สามารถท่ีจะเขียน nG  ในรูปขนาดและเฟสได้คือ 
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 | | nj

n nG G e   (1.10) 
 
1.1.1 ดสิครีตสเป็กตรัม 

  
 การแทนสญัญาณรายคาบหนึง่ๆด้วยอนกุรมฟเูรียร์ก็คือการแจกแจงให้เห็นองค์ประกอบ
ทางความถ่ีของสญัญาณรายคาบนัน้ว่ามีองค์ประกอบทางความถ่ีท่ีฮาร์โมนิกส์อะไรบ้างและแต่
ละฮาร์โมนิกส์มีขนาดและเฟสเป็นเทา่ไหร่ ซึง่สามารถดไูด้จากคา่สมัประสิทธ์ิของอนกุรม 
 เม่ือน าเอาคา่สมัประสิทธ์ิของอนกุรมฟเูรียร์มาพล็อตบนแกนของความถ่ี จะเรียกวา่  การ
พล็อตสเป็กตรัม ซึง่สามารถพล็อตได้ทัง้ขนาด เรียกว่า แอมพลิจูดสเป็กตรัม (amplitude 
spectrum) หรือสเป็กตรัมเชิงขนาด และพล็อตเฟสเรียกว่า เฟสสเป็กตรัม (phase spectrum) ถ้า
พล็อตทัง้ขนาดและเฟส เรียกวา่ การพล็อตสเป็กตราของสญัญาณ 
 เน่ืองจากสญัญาณรายคาบประกอบไปด้วยความถ่ีท่ีไมต่อ่เน่ืองจงึเรียก สเป็กตราท่ีได้วา่ 
ไลน์สเป็กตรา (line spectra) หรือ ดิสครีตสเป็กตรา (discrete spectra) 
 
 ตัวอย่างที่ 1.1  จงหาอนกุรมฟเูรียร์แบบเอ็กซ์โพเนนเชียลพร้องทัง้พล็อตสเป็กตราของ
สญัญาณ ( )k t  ซึง่เป็นสญัญาณพลัส์ส่ีเหล่ียมรายคาบ ดงัแสดงในรูปท่ี 1.1 

                                                                   k(t)                   
                                                                              A 
 
                                                                                 To                                   t  

รูปที ่1.1 สญัญาณพลัส์สีเ่หลีย่มรายคาบ ( )k t  
 
 วิธีท า จากสมการท่ี (1.8) ให้ 
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เม่ือ 
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4 ระบบส่ือสาร 

 
 จะเห็นวา่ nK  ขึน้อยูก่บัคา่   และ oT  เม่ือก าหนดคา่ oT  ให้มีคา่คงท่ีแล้วปรับเปล่ียนคา่
ของ   ไปท่ีคา่ตา่งๆจะได้สเป็กตรัมของ ( )k t  ออกมาเป็นรูปท่ีแตกตา่งกนั ดงัแสดงในรูปท่ี 1.2 
โดยในรูปท่ี 1.2(a) จะเป็นการให้คา่ / 5oT   รูปท่ี 1.2(b) ให้คา่ / 2oT   และรูปท่ี 1.2(c) ให้
คา่ 0   และ A  และสมมตใิห้ 1A   ในกรณีสดุท้ายนีค้า่ของ nK  หาได้จาก 
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ขณะท่ี 0   และ A  และสมมตใิห้ 1A   จะได้ 
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ในกรณีนีส้ญัญาณ ( )k t  จากสมการท่ี (1.11) จะกลายมาเป็นสญัญาณอิมพลัส์รายคาบ ซึง่มี
สมการเป็น 
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1.2 ฟูเรียร์ทรานสฟอร์ม 
  
 ในหวัข้อท่ีแล้วได้ท าการหาองค์ประกอบทางความถ่ีของสญัญาณรายคาบโดยใช้ อนกุรม
ฟเูรียร์ ส าหรับหวัข้อนีจ้ะมาดวูา่ สญัญาณท่ีไมเ่ป็นรายคาบ (nonperiodic signal) จะสามารถหา
องค์ประกอบทางความถ่ีได้อยา่งไร 
จะเร่ิมท าการวิเคราะห์สญัญาณท่ีไมเ่ป็นรายคาบจากสญัญาณท่ีเป็นรายคาบ สมมตุิให้ ( )pg t  
คือสญัญาณรายคาบตามรูปท่ี 1.3(b) มีคาบเป็น oT  เม่ือท าการยืดคาบ oT  ออกไปเร่ือยๆ
จนกระทัง่ถึงอินฟินิตี (infinity) จะเห็นวา่สญัญาณ ( )pg t  กลายมาเป็นสญัญาณ ( )g t  ซึง่เป็น
สญัญาณท่ีไมเ่ป็นรายคาบ ดงัแสดงในรูปท่ี 1.3(a) นัน่คือ 
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รูปที ่1.2 สเป็กตราของสญัญาณ ( )k t  [Lathi, 1989] 
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 รูปที ่1.3 แสดงการขยายคาบของสญัญาณรายคาบใหเ้ป็นอินฟินิต [Lathi, 1989] 



6 ระบบส่ือสาร 

นัน่หมายความว่าอนกุรมฟเูรียร์ท่ีแทน ( )pg t  ก็จะแทน ( )g t  เม่ือ oT   ให้อนกุรมฟเูรียร์ของ 
( )pg t  คือ 
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โดยท่ี  
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เน่ืองจาก 2 /o oT   เม่ือ oT   จะเห็นวา่ 0o   และจากสมการท่ี (1.17) ขนาดของแต่
ละองค์ประกอบทางความถ่ีก็มีคา่เข้าใกล้ศนูย์เชน่เดียวกนั และสเป็กตรัมเดมิเป็นดสิครีตก็จะ
กลายเป็นเส้นตอ่เน่ือง นัน่คือมีจ านวนองค์ประกอบทางความถ่ีของสญัญาณท่ีไมเ่ป็นรายคาบมีคา่
เป็นอนนัต์หรือไมจ่ ากดั (infinite)  
 เพ่ือท่ีจะแสดงให้เห็นภาพตรงนี ้ มาวิเคราะห์สเป็กตรัมของสญัญาณท่ีไมเ่ป็นรายคาบทาง
คณิตศาสตร์ ในขณะท่ี oT   และ 0o   ซึง่อาจจะเขียนใหมใ่ห้เป็น   นัน่คือ 

2 / 2 /o oT        จากสมการท่ี (1.17) เอา oT  คณูตลอด 
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ปริมาณ o nT G  เป็นฟังก์ชนัของ ( )G n   ให้ 
 
 ( )o nT G G n    (1.19) 
 
จากสมการท่ี (1.16) และ (1.19) จะได้ 
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ซึง่ตอนนีจ้ะเห็นวา่ ( )pg t  เขียนอยู่ในรูปผลบวกของสญัญาณเอ็กซ์โพเนนเชียลท่ีความถ่ี 
0, , 2 , 3 ,        โดยท่ีขนาดของแตล่ะอง์ประกอบทางความถ่ีของ ( )pg t  ตอนนีมี้
คา่น้อยมากจนเข้าใกล้ศนูย์ (เน่ืองจาก 0  ) และมีขนาดสมัพทัธ์ขององค์ประกอบทาง
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ความถ่ีเป็น ( )G n   สมมตใิห้ ( ) ( )G n G    เม่ือ 0   และเน่ืองจากในลิมิต 

oT   ได้ ( ) ( )pg t g t   
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ข้างขวาของสมการข้างบนโดยนิยามก็คือคา่อินตกิรัล 
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เชน่เดียวกนัจากสมการท่ี (1.18) และ (1.19) ได้ 
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หรือ 
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ตอนนีไ้ด้มาถึงสิ่งท่ีต้องการแล้วคือ การอธิบายสเป็กตรัมของสญัญาณท่ีไมเ่ป็นรายคาบใน
อาณาจกัรของความถ่ีซึง่ก็คือ ( )G   ดงัแสดงในสมการท่ี (1.23) และจากสมการท่ี (1.22) บอก
วา่ถ้ารู้ สเป็กตรัมของสญัญาณ ( )g t  ก็สามารถท่ีจะน าเอาสญัญาณ ( )g t  ซึง่อยู่ในอาณาจกัร
ของเวลากลบัคืนมาได้เชน่เดียวกนั 
 เรียก ( )G   วา่ ฟเูรียร์ทรานสฟอร์ม ของ ( )g t  และเรียกสมการท่ี (1.22) และ (1.23) ว่า 
คู่ฟเูรียร์ทรานสฟอร์ม (Fourier transform pair) สญัลกัษณ์ของการทรานสฟอร์มสามารถใช้เป็น

อกัษร  นัน่คือ ( )G     [ ( )g t ] และเรียก ( )g t  วา่ อินเวอร์สฟเูรียร์ทรานสฟอร์ม ของ 

( )G   และเขียนแทนด้วย ( )g t  1 [ ( )G  ] 
 สามารถท่ีจะเขียนคูฟ่เูรียร์ทรานสฟอร์มของ ( )g t  แบบสัน้ๆได้คือ 
 
 ( ) ( )g t G   (1.24) 
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 1.2.1 เง่ือนไขของการมีฟูเรียร์ทรานสฟอร์ม  
  
 ส าหรับสญัญาณ ( )g t  หนึง่ๆ เง่ือนไขท่ีพอเพียงท่ีจะบอกวา่ ( )g t  สามารถหา ( )G   ได้
หรือไมคื่อ 

1. ฟังก์ชนั ( )g t  จะต้องมีจ านวนของจดุสงูสดุและต ่าสดุเป็นจ านวนจ ากดั และมีจ านวนจดุ
ท่ีไมต่อ่เน่ือง เป็นคา่จ ากดัภายในชว่งท่ีจ ากดัใดๆ 

2. คา่สมับรูณ์ของฟังก์ชนั ( )g t  จะต้องหาคา่อินตกิรัลได้ (absolutely integrable) นัน่คือ 

| ( ) |g t dt



   

 เง่ือนไข 2 ข้อข้างต้นเรียกว่าเง่ือนไขของ Dirichlet ซึง่ไมใ่ชเ่ง่ือนไขท่ีจ าเป็นแบบเข้มงวด 
(strictly necessary) เป็นเพียงเง่ือนไขท่ีพอเพียงท่ีจะบอกวา่ ( )g t  สามารถหาฟเูรียร์ ทรานส
ฟอร์มได้หรือไม่ 
 เม่ือน าเอา ( )G   มาพล็อตบนแกน   (หนงัสือบางเลม่ใช้ ( )G f  พล็อตบนแกน f ) 
จะเรียกการพล็อตนีว้า่เป็นการพล็อตสเป็กตรัมของ ( )g t  ซึง่เป็นสเป็กตรัมแบบเส้นตอ่เน่ือง 
(continuous spectrum)  โดยทัว่ไปแล้ว ( )G   จะเป็นเลขเชิงซ้อน ซึง่สามารถเขียนในรูป 
 
 ( )

( ) | ( ) | gj
G G e

 
   (1.25) 

 
เม่ือ | ( ) |G   เรียกวา่แอมพลิจดูสเป็กตรัมของ ( )g t  และ ( )g   เรียกว่าเฟสสเป็กตรัมของ 

( )g t   
 ส าหรับ ( )g t  ท่ีเป็นฟังก์ชนัคา่จริง ได้ *( ) ( )G G   นัน่คือ | ( ) | | ( ) |G G    
และ ( ) ( )g g        และได้ข้อสรุปเบือ้งต้นส าหรับสญัญาณคา่จริงใดๆ คือ 

1. แอมพลิจดูสเป็กตรัมของสญัญาณคา่จริงจะเป็นฟังก์ชนัคู ่ (even function) บนแกน
ความถ่ี นัน่คือแอมพลิจดูสเป็กตรัมจะสมมาตรรอบแกนตัง้ (vertical axis) 

2. เฟสสเป็กตรัมของสญัญาณคา่จริงจะเป็นฟังก์ชนัค่ี (odd function) บนแกนความถ่ี 
 
 ตัวอย่างที่ 1.2 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณเอ็กซ์โพเนนเชียลพลัส์ ( )ate u t  
ดงัแสดงในรูปท่ี 1.4(a) 
  
 วิธีท า โจทย์ก าหนด ( ) ( )atg t e u t  ดงันัน้ 



 การวเิคราะห์สญัญาณ 9 

 

1

( )

0

tan ( )

2 2

( ) ( )

1
0

1

at j t

a j t

j
a

G e u t e dt

e dt

a
a j

e
a
















 




 







 








 

 
 

ในท่ีนี ้ 
2 2

1
| ( ) |G

a






  และ  1( ) tang

a


    

   
 

 

รูปท่ี 1.4(b) แสดงการพล็อตแอมพลิจดูสเป็กตรัม | ( ) |G   และเฟสสเป็กตรัม ( )g   ของ ( )g t   
 

0 t

1

( )g t

( )ate u t

(a)

( )G 

1

a

2





( )g 
2




0

(b)  
 

รูปที ่1.4 เอ็กซ์โพเนนเชียลพลัส์ ( )ate u t  และสเป็กตรัม 



10 ระบบส่ือสาร 

มีข้อสงัเกตจากตวัอย่างนีคื้อ 
1. คา่ของ a  จะต้องมากกวา่ศนูย์ เพ่ือให้เป็นไปตามเง่ือนไขของการมีฟเูรียร์ทรานสฟอร์ม

ของสญัญาณ ( )ate u t   ถ้า a  น้อยกวา่ศนูย์ สญัญาณ ( )ate u t จะหาฟเูรียร์ ทรานส
ฟอร์มไมไ่ด้ (ท าไม?) 

2. | ( ) |G   เป็นฟังก์ชนัคูข่อง   และ ( )g   เป็นฟังก์ชนัค่ีของ   
 

 ตัวอย่างที่ 1.3 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของเกทฟังก์ชนั t



 
 
 

  ดงัแสดงในรูปท่ี 

1.5 ซึง่ถกูแทนด้วยสมการ 

 
1 | | / 2

0 | | / 2

tt

t





 
  

  
  

 
วิธีท า 

 
/ 2

/ 2

j tt
e dt









  
  

  
   

   

/ 2 / 21
[ ]

sin( / 2) sin( / 2 )

/ 2 / 2

sinc ( / 2 )

j je e
j

 



  
 

  

  

 

 



 

นัน่คือได้คูฟ่เูรียร์ทรานสฟอร์ม 
 

 sinc( )
2

t 


 

 
 

 
  (1.26) 

 
รูปท่ี 1.5(b) แสดงการพล็อตสเป็กตรัมของเกทฟังก์ชนั 
 
 ตัวอย่างที่ 1.4 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณอิมพลัส์ ( )t   
 

วิธีท า 

 
0

( ) ( )

( ) 1

( ) 1

j t

j t

t

t t e dt

t e

t





 
















 




 

นัน่คือสเป็กตรัมของอิมพลัส์มีคา่คงท่ีตลอดทกุๆความถ่ี ดรููปท่ี 1.6 
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4



2



4



 2









(b)

/2 /2

( / )t 

1

t

(a)

 
รูปที ่1.5 เกทฟังก์ชนัและสเป็กตรัม 

 

t

( )g t

0

( )t

0 

1

( )G 

 
 

รูปที ่1.6 สเป็กตรัมของอิมพลัส์ 
 

ตัวอย่างที่ 1.5 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของคา่คงท่ี 1(ไฟดีซีขนาดเป็น 1) 
 
วิธีท า 
 

 1 1 j te dt





   (1.27) 

 
ทราบว่าฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของอิมพลัส์ ( )t  คือ 1 จากตวัอยา่งท่ี 1.4 นัน่คือ สามารถเขียนได้วา่ 

 1
( ) 1

2

j tt e d 





   

เม่ือเอา 2  คณูตลอดและเปล่ียนตวัแปร x    ได้ 
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2 ( ) jxt

jxt

t e dx

e dx













 






 

เปล่ียนตวัแปรอีกครัง้หนึง่โดยให้ t   และ x t  จะได้ 

 2 ( ) j te dt 





   

ด้านขวามือของสมการข้างบนคือนิยามของฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของ 1 นัน่คือได้คูฟ่เูรียร์ ทรานส
ฟอร์ม (ดรููปท่ี 1.7) 
 
 1 2 ( )   (1.28) 
 

0

1

( )g t

t

( )G 

2 ( ) 

0

 
รูปที ่1.7 สเป็กตรัมของไฟดีซี 

 
ตัวอย่างที่ 1.6 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของซิกนมัฟังก์ชนั (signum function) ซึง่

ก าหนดโดย 
 

 1 0
sgn( )

1 0

t
t

t


 

 
 (1.29) 

 
วิธีท า การหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของ sgn( )t  สามารถหาได้โดยการแทน sgn( )t  ในรูป

ของลิมิตของสญัญาณเอ็กซ์โพเนนเนนเชียล นัน่คือ 
 

0
sgn( ) lim [ ( ) ( )]at at

a
t e u t e u t


    

 

0

00

0

sgn( ) lim [ ]

1 1 2
sgn( ) lim [ ]

at j t at j t

a

a

t e e dt e e dt

t
a j a j j

 

  


  





 

  
 

 
 

ดงันัน้จะได้ 

 2
sgn( )t

j
  (1.30) 
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คูฟ่เูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณบางสญัญาณถกูน ามารวบรวมไว้ในตารางท่ี 1.1 ให้ผู้ เรียนลอง
ท าดดู้วยตวัเองวา่คา่ท่ีได้ในตารางมาได้อย่างไร 
 
1.3 คุณสมบัตบิางประการของฟูเรียร์ทรานสฟอร์ม 

 
1.3.1 ความเป็นเชิงเส้น (linearity property หรือ superposition) 

  
 ก าหนดคูฟ่เูรียร์ทรานสฟอร์ม 1 1( ) ( )g t G   และ 2 2( ) ( )g t G   จะได้ 
 
 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )g t g t G G     (1.31) 
 
สามารถน าเอาผลท่ีได้จากตวัอยา่งท่ี 1.6 มาหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณยนูิตสเต็ป ( )u t  
โดยใช้คณุสมบตัิความเป็นเชิงเส้นและใช้ความสมัพนัธ์จากสมการ 

 1
( ) [sgn( ) 1]

2
u t t   

ดงันัน้ จะได้  
 

 1
( ) ( )u t

j
 


   (1.32) 

 
ดรููปท่ี 1.8  

( )u t

t

( )g t

0

1

0

( )G 

 
รูปที ่1.8 แสดงสเป็กตรัมของยูนิตสเต็ปฟังก์ชนั ( )u t  
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 ตารางที่ 1.1 คู่ฟูเรียร์ทรานสฟอร์ม [Lathi, 1989] 
 

คู่ที่ ( )g t  ( )G   
1 ( )ate u t  1

a j
 

2 ( )atte u t  
2

1

( )a j
 

3 | |t  
2

2



  

4 ( )t  1  
5 1  2 ( )   
6 ( )u t  1

( )
j

 


  

7 cos ot  [ ( ) ( )]o o          
8 sin ot  [ ( ) ( )]o oj          
9 (cos ) ( )ot u t  

2 2
[ ( ) ( )]

2
o o

o

j 
     

 
   


 

10 (sin ) ( )ot u t  
2 2

[ ( ) ( )]
2

o
o o

oj

 
     

 
   


 

11 (sin ) ( )at

oe t u t  
2 2( )

o

oa j



  
 

12 2 sinc(2 )B Bt  
4 B





 
 
 

 

13 t



 
 
 

 sinc
2






 
 
 

 

14 | |
1 | |

0 | |

t
t

t






 



 
2sinc

2






 
 
 

 

15 2sinc ( )
2

ot


 2 | |

1
o o

 

 

 
 

 
 

16 a t
e
  

2 2

2a

a 
 

17 
( )

k

t kT




  2
( )o o o

n

n
T


    





   

18 2 2/ 2te   
2 2 / 22 e      
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1.3.2 การเข้าคู่ (duality property) 
 

 ถ้า ( ) ( )g t G   แล้ว  
  
 ( ) 2 ( )G t g    (1.33) 
 
พิสูจน์ จากสมการของฟเูรียร์ทรานสฟอร์ม สามารถเขียน 

 2 ( ) ( ) jxtg t G x e dx





    

เปล่ียนตวัแปร t   และ x t  จะได้ 

 2 ( ) ( ) j tg G t e dt 





    

 
ตัวอย่างที่ 1.7 แสดงการหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มโดยวิธีการเข้าคู่ 

 
วิธีท า 

 

1
( )

1
2 ( )

at

a

e u t
a j

e u
a jt





 

 


 


 

  

 

2
sgn( )

2
2 sgn( ) 2 sgn( )

sgn( )

t
j

jt

j

t



   






   



 

 
ตัวอย่างที่ 1.8 จงแสดงการหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของซิงค์ฟังก์ชนัโดยใช้คณุสมบตัิ

การเข้าคู ่ 
 

วิธีท า 

จาก sinc( )
2

t 


 

 
 

 
  เม่ือใช้คณุสมบตักิารเข้าคูจ่ะได้ 

 sinc( ) 2
2

t 
 

 

 
  

 
  

เน่ืองจากเกทฟังก์ชนัเป็นฟังก์ชนัคู ่ดงันัน้จะได้ 
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 sinc( ) 2
2

t 
 

 

 
  

 
  (1.34) 

 
รูปท่ี 1.9 แสดงสเป็กตรัมของซิงค์ฟังก์ชนัและแสดงความสมัพนัธ์ของซิงค์ฟังก์ชนัและเกทฟังก์ชนั 

 
( )g t

2




2

 t

1

( )G 



2




2





2




2





t 

2




2



2

(a)

(b)

 
รูปที ่1.9 แสดงการใช้คณุสมบติัการเข้าคู่ของเกทและซิงค์ฟังก์ชนั 

 
1.3.3 การเปล่ียนสเกล (scaling property) 
 

 ถ้า ( ) ( )g t G   แล้ว  
 

 1
( ) ( )

| |
g at G

a a


  (1.35) 

 
พิสูจน์ ใช้สตูรของฟเูรียร์ทรานสฟอร์มโดยตรง 

  [ ( )g at ]   ( ) j tg at e dt





   

ให้ x at  และ 0a   จะได้ 

 ( / )1 1
( ) ( ) ( )j a xg at g x e dx G

a a a

 



   

ท านองเดียวกนัถ้า 0a   จะได้ 
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 1
( ) ( )g at G

a a





  

นัน่คือได้ข้อสรุปว่า 

 1
( ) ( )

| |
g at G

a a


  

 
ตัวอย่างที่ 1.9 แสดงการเปล่ียนสเกลของเกทฟังก์ชนั 
 
วิธีท า 

 

( )g t
1

2



2


t

(a)

( )G 



4



 2



 4



2



(b)

0 

( )g t

1


t



(c)





 



2

2



2





( )G 

0 

(d)

 
รูปที ่1.10 แสดงการเปลี่ยนสเกลของเกทฟังก์ชนั 

 
จากตวัอย่างท่ี 1.9 จะเห็นวา่การบีบอดัสญัญาณทางเวลาด้วยสเกลคา่หนึง่ท าให้สเป็กตรัมของ
สญัญาณนัน้ขยายออกด้วยสเกลท่ีเทา่กนัในอาณาจกัรของความถ่ี ท านองเดียวกนัถ้าท าการขยาย
สญัญาณทางเวลาด้วยสเกลคา่หนึง่ สเป็กตรัมของมนัก็จะถกูบีบอดัเข้ามาด้วยสเกลคา่ท่ีเทา่กนั น่ี
เป็นคณุสมบตัพืิน้ฐานของฟเูรียร์ทรานสฟอร์มท่ีส าคญั 
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1.3.4 การเล่ือนเวลา (time shifting) 
 

 ถ้า ( ) ( )g t G   แล้ว  
 
 ( ) ( ) oj t

og t t G e     (1.36) 
 
พิสูจน์ ใช้สตูรของฟเูรียร์ทรานสฟอร์มโดยตรง 

 [ ( )og t t ]    ( ) j t

og t t e dt





   

ให้ ot t x   จะได้ 

  [ ( )og t t ]    ( )( ) ( )o oj x t j tg x e dx G e 


  


   

 
ตัวอย่าง 1.10 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณ | |oa t te   ดงัแสดงในรูปท่ี 1.11 

 

t

1

a t
e


(a)



2 2

2
( )

a
G

a







(b)

 
 รูปที ่1.11 
 
วิธีท า จะเห็นวา่สญัญาณ | |oa t te   ได้มาจากการเล่ือนเวลาของสญัญาณ | |a te  ไป

ทางขวาด้วยขนาด ot  หนว่ย 
ดงันัน้จาก  

 | | 2 22 /( )a te a a    
และโดยคณุสมบตักิารเล่ือนเวลาจะได้  

 | |

2 2

2
o oa t t j ta

e e
a





  

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1.3.5 การเล่ือนความถี่ (frequency shifting) 
 
ถ้า ( ) ( )g t G   แล้ว 
 

 ( ) ( )oj t

og t e G     (1.37) 
 
พิสูจน์ 

  ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

o o

o o

o

j t j t j t

j t j t

j t

o

g t e g t e e dt

g t e g t e dt

g t e G

  

  

  







 







 



  

 
ตัวอย่างที่ 1.11 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณ ( )cos og t t  และ 

( )sin og t t  
 

วิธีท า 

 

( )cos ( )
2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

o o

o o

j t j t

o

j t j t

o o

e e
g t t g t

g t e g t e G G

 

 



   





 
  

 

     

 

 
 

( )sin ( )
2

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

o o

o o

j t j t

o

j t j t

o o

e e
g t t g t

j

j j j
g t e g t e G G

 

 



   





 
  

 

     

 

รูปท่ี 1.12 แสดงการพล็อตสเป็กตรัมของสญัญาณ ( )g t  เทียบกบัสเป็กตรัมของ
สญัญาณ ( )cos og t t  และ ( )sin og t t  
 

1.3.6 คอนโวลูชัน (convolution) 
 

 ถ้า 1 1( ) ( )g t G   และ 2 2( ) ( )g t G   แล้ว 
 
 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )g t g t G G    (1.38) 
และ 

1 2 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2
g t g t G G 


    (1.39) 
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t

( )g t

(a)

( )G 

( )G 



0

( )g 

(b)

0( ) co sg t t

(c)

t

(d)

0  0



(e)

t

0( ) sing t t

(f)

0 0

/ 2

2




 
รูปที ่1.12 แสดงฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของการเลื่อนความถี่ [Lathi, 1989] 

 
พิสูจน์ สามารถท่ีจะพิสจูน์ได้โดยใช้นิยามของคอนโวลชูนัคือ 

  [ 1 2( ) ( )g t g t ]        1 2( ) ( )j te g x g t x dx dt
 



 

  
     

 1 2( ) ( ) j tg x g t x e dt dx
 



 

  
     

ใช้คณุสมบตัขิองการเล่ือนเวลากบัอินติกรัลข้างในจะได้ 

  [ 1 2( ) ( )g t g t ]     2 1

2 1

1 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

j x

j x

G g x e dx

G g x e dx

G G









 





















 

ส าหรับการพิสจูน์สมการท่ี (1.39) ก็สามารถท าได้เช่นเดียวกนัโดยการสลบักนัระหวา่ง t  และ   
(ลองพิสจูน์ด)ู 
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ตัวอย่างที่ 1.12 จงหาคา่ 1 2( ) ( )g t g t  ดงัแสดงในรูปท่ี 1.13(a) และ (b)  
 

วิธีท า จากรูปจะเห็นวา่ 1( ) ( )atg t ae u t  และ 2( ) ( )g t u t  ถ้าค านวณหาคา่ 

1 2( ) ( )g t g t  โดยวิธีตรงโดยใช้นิยามของคอนโวลชูนั จะได้ 

 

1 2

0

0

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 0

(1 ) ( )

ax

ax

t
ax

at

at

g t g t ae u x u t x dx

ae u t x dx

ae dx

e t

e u t















  

 



  

 





  

หรือหา 1 2( ) ( )g t g t  จาก 1 2( ) ( )G G   ก่อนแล้วแปลงกลบัมาให้อยูใ่นรูปของอาณาจกัรของ
เวลาก็สามารถท าได้ดงันีคื้อ 

 

1 2

1 2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 1
( )

( ) ( ) (1 ) ( )

at

at

a
g t g t ae u t u t

a j j

a a

j a j a j

j a j

g t g t e u t

 
 

  

  

 
 





  
      

  

 
 

  


  

 

 
1.3.7 ดฟิเฟอเรนชิเอตและอินทิเกรต (differentiation and integration) 
 
ถ้า ( ) ( )g t G   แล้ว 
 

 ( )
dg

j G
dt

   (1.40) 

และ 

 ( )
( ) (0) ( )

t G
g x dx G

j


  


   (1.41) 

 
พิสูจน์ (1.40) จาก 

 ( ) ( ) j tG g t e dt





   

ใช้วิธีการอินทิเกรตแบบโดยสว่น จะได้ 

 1 1
( ) ( ) j t j tdg

G g t e e dt
j j dt

 
 


 

 
     
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a
1( )g t

atae

t

(a)

2 ( )g t

1

t

(b)

2( )g x

x

1

(c)

xt

2( )g t x

1

(d)

1 2( ) * ( )g t g t

1

t

(f)

2( )g t x

1

a

1( )g x

xt

(e)

 
รูปที ่1.13แสดงฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของคอนโวลูชนั 

 
และเน่ืองจาก ( )g t  สามารถหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มได้ ดงันัน้ เทอมแรกจงึกลายเป็นศนูย์ 
( lim ( ) 0

t
g t


 ) จงึได้วา่ 

 ( ) j tdg
j G e dt

dt

 





   

นัน่คือฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของ /dg dt  คือ ( )j G    สามารถท่ีจะขยายความไปถึงการหาฟเูรียร์ 
ทรานสฟอร์มของอนพุนัธ์อนัดบัท่ี n  ของ ( )g t  ได้คือ 
 

 ( ) ( )
n

n

n

d g
j G

dt
   (1.42) 

 
พิสูจน์  ใช้นิยามของคอนโวลชูนัในการพิสจูน์ จาก 

 ( ) ( ) ( ) ( )g t u t g u t d  



    

และจาก 
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 1
( )

0

t
u t

t







  


 

ดงันัน้ 

 ( ) ( ) ( )
t

g t u t g d 


    

โดยคณุสมบตัขิองคอนโวลชูนั จะได้ 

 

1
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
(0) ( )

t

g d G
j

G
G

j

G
G

j

    



   




  





 
  

 

 

 



 

เทอมสดุท้ายทางขวามือได้มาจากคณุสมบตัิท่ีวา่ ( ) ( ) (0) ( )f x x f x   เน่ืองจาก ( )x  มีคา่
ไมเ่ป็นศนูย์ท่ี 0x   เทา่นัน้ 
 

ตัวอย่างที่ 1.13 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณรูปส่ีเหล่ียมคางหมู ดงัแสดงใน
รูปท่ี 1.14(a) โดยใช้คณุสมบตัฟิเูรียร์ทรานสฟอร์มของการดฟิเฟอเรนชิเอต 
 

วิธีท า ท าการดฟิเฟอเรนชิเอตสญัญาณรูปส่ีเหล่ียมคางหม ู ( )g t  2 ครัง้ จะได้ผลลพัธ์
ออกมาตามรูปท่ี 1.14(c)  นัน่คือสามารถเขียนเป็นสมการได้วา่ 

 
2

2
[ ( ) ( ) ( ) ( )]

d g A
t b t a t a t b

dt b a
          


 

โดยการใช้คณุสมบตักิารเล่ือนเวลาและดฟิเฟอเรนชิเอตทางเวลาจะได้ 

 2( ) ( ) [ ]j b j a j a j bA
j G e e e e

b a

         


 

นัน่คือ ได้ 

 
2

2 cos cos
( )

A a b
G

b a

 




 
    

 

 
1.4 ฟูเรียร์ทรานสฟอร์มของสัญญาณรายคาบ 
 

การหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณรายคาบ ก็สามารถท าได้โดยใช้วิธีการแทน
สญัญาณรายคาบด้วยอนกุรมฟเูรียร์ จากนัน้ก็ท าฟเูรียร์ทรานสฟอร์ม ดงัตอ่ไปนี ้
สมมตุวา่ ( )g t  คือสญัญาณรายคาบท่ีมีคาบเป็น oT  สามารถเขียน ( )g t  .ในรูปอนกุรมฟเูรียร์ ได้
คือ 
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2
2

2
( ) ( )

d g
j G

dt
 

a

b

A

b a

a

b t0

( ) ( )
dg

j G
dt

 

ba
t

ab

A

b a

A

b a




( ) ( )g t G 

A

0 a bab
t

(c)

(b)

(a)

A

b a




 
รูปที ่1.14 การประยกุต์ใช้คณุสมบติัการเลือ่นเวลา 

 

 ( ) ; 2 /ojn t

n o o

n

g t G e T  




   

เม่ือท าฟเูรียร์ทรานสฟอร์มสมการข้างต้น จะได้ 
 

 [ ( )g t ]  
n





 [ ojn t

nG e  ] 

                   2 ( )n o

n

G n   




   (1.43) 
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ตัวอย่าง 1.14 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณอิมพลัส์รายคาบ ดงัแสดงในรูปท่ี 
1.15(a)  
 

วิธีท า เขียนสญัญาณอิมพลัส์รายคาบ ( )g t  ในรูปของอนกุรมฟเูรียร์ได้วา่ 

 ( ) ( ) ojn t

o n

n n

g t t nT G e 
 

 

     

เม่ือ nG  หาจาก  

 
/ 2

/ 2

1 1
( )

o
o

o

T
jn t

n
T

o o

G t e dt
T T

 


   

ดงันัน้ 

 1
( ) ojn t

no

g t e
T






   

จาก 

 1 2 ( )   
และคณุสมบตัิ 

 ( ) ( )ojn t

og t e G n     
ดงันัน้ จะได้ 
 

 

2
( ) ( )

( ) ( )

o o

n no

o o o

n n

t nT n
T

t nT n


   

    

 

 

 

 

  

  

 

 
 (1.44) 

 
นอกจากนีแ้ล้ว ยงัสามารถท่ีจะน าเอาวิธีการทางฟเูรียร์ทรานสฟอร์มเพ่ือหาสเป็กตรัมของ
ผลตอบสนองของระบบท่ีเป็นแบบเชิงเส้นไมเ่ปล่ียนแปลงตามเวลา (linear time-invariant 
system) ได้อีก 
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0 0( ) ( )G n      

02 020 00

(b) 

0T03T 02T 04T

( )g t

t(a)
0T0

 
รูปที ่1.15 แสดงฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณอิมพลัส์รายคาบ (ขบวนอิมพลัส์) 

รูปท่ี 1.16 แสดงการปอ้นสญัญาณ ( )g t  ซึง่มีสเป็กตรัมเป็น ( )G   เข้าไปยงัระบบท่ีมี
ผลตอบสนองของอิมพลัส์หนึ่งหนว่ย (unit impulse response) ( )h t  และได้เอาท์พตุออกมาเป็น 

( )y t  ซึง่มี สเป็กตรัมเป็น ( ) ( ) ( )Y G H    เป็นต้น 
 

   
( )

( )

g t

G 

   
( )

( ) ( ) ( )

y t

Y G H  

 

 
รูปที ่1.16 การส่งผ่านสญัญาณผ่านระบบเชิงเสน้ 

 
1.5 ทฤษฎีบทของพาร์ซีวัล 
 

จากคณุสมบตัขิองคอนโวลชูนัทางความถ่ี 

 1 2 1 2

1
( ) ( ) [ ( ) ( )]

2
g t g t G G 


   

หรือ 

 1 2 1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

j tg t g t e dt G u G u du 


 


 
    

ให้ 0   ในสมการข้างต้น จะได้ 

 

1 2 1 2

1 2

1
( ) ( ) ( ) ( )

2

1
                    ( ) ( )

2

g t g t dt G u G u du

G G d



  


 

 





 

 

 

  

ถ้าให้ 1 2( ) ( ) ( )g t g t g t   และ ( )g t  เป็นสญัญาณคา่จริง ซึง่หมายความวา่ 
*( ) ( )G G    จะได้สมการข้างต้นเป็น 

 

( )

( )

h t

G 
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 2 21
( ) | ( ) |

2
g t dt G d 



 

 
   (1.45) 

 
ความสมัพนัธ์ตามสมการท่ี (1.45) เรียกว่า ทฤษฎีบทของพาร์ซีวลั (Parseval’s theorem)  
 
 
 
 
 

1.5.1 พลังงานของสัญญาณ 
  

ส าหรับสญัญาณคา่จริง ( )g t  ใดๆ นิยามพลงังานของ ( )g t  ดงันี ้คือ 
 

 2( )gE g t dt



    (1.46) 

 
ถ้าพลงังานของ ( )g t  มีคา่จ ากดันัน่คือ gE    แล้วบอกว่า สญัญาณ ( )g t  เป็น สญัญาณ
พลงังาน (energy signal)  โดยใช้ทฤษฎีบทของพาร์ซีวลัในสมการท่ี (1.45) สามารถเขียนสมการ
ท่ี (1.46) ได้ใหมเ่ป็น 
 

 2 21
( ) | ( ) |

2
gE g t dt G d 



 

 
    (1.47) 

 
จากสมการข้างต้น จะเห็นวา่ สามารถท่ีจะหาคา่พลงังานของสญัญาณได้ทัง้ในอาณาจกัรของ
เวลาและอาณาจกัรของความถ่ี  
 

ตัวอย่างที่ 2.15 จงแสดงวา่  

 
0

sinc(2 )sinc(2 ) 1

2

m n

Bt m Bt n dt
m n

B








   


  (1.48) 

วิธีท า จากคณุสมบตัิการเล่ือนเวลาและตารางท่ี 1.1 ได้ 

 / 21
sinc(2 ) sinc 2 ( )

2 2 4

j k Bk
Bt k B t e

B B B




   

         
 

ดงันัน้ 
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2

( ) / 2

2

1 1
sinc(2 )sinc(2 )

2 (2 ) 4

j n m BBt m Bt n dt e d
B B




 

 


 

  
     

  
   

เน่ืองจาก 1
4 B





 
  
 

 เม่ือ | | 2 B   และเป็นศนูย์ท่ีคา่อ่ืนๆ 

ให้ 
2

[( ) / 2 ]

2 2

1
sinc(2 )sinc(2 )

8

B
j n m B

B
I Bt m Bt n dt e d

B












 
      

ถ้า m n  อินตแิกรนด์จะมีคา่เป็น 1  และได้ 1/ 2I B  แตถ้่า m n  จะได้ 

 
[ ( ) / 2 ] 2

22

( ) ( )

1 2

8

[ ] 0
4 ( )

j m n B B

B

j m n j m n

j B
I e

B m n

j
e e

B m n

 


 









  

 
  

 


  



 

แบบฝึกหดัท้ายบทที่ 1 
 
1.1 จงหาอนกุรมฟเูรียร์ในรูปแบบกระทดัรัดของสญัญาณรายคาบดงัแสดงในรูปท่ี P2.1 

พร้อมทัง้ สเก็ตซ์แอมพลิจดูและเฟสเป็กตรัมของสญัญาณนี ้

2-2 0

1

t  
รูปที ่P1.1 
 

1.2 จงหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณ ( )g t  พร้อมทัง้สเก็ตซ์แอมพลิจดูและเฟสส
เป็กตรัมของ ( )g t  ในรูปท่ี P1.2 

 

t2-2

cost

g(t)

 
  
 รูปที ่P1.2 
 
1.3 จงค านวณหาสญัญาณ ( )g t  เม่ือก าหนดฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของ ( )g t  มาให้ ดงัแสดง

ในรูปท่ี P1.3 (แสดงวิธีการค านวณโดยละเอียด) 
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A

A

/2

/2

0 0


( )g 

0




0

( )G 

( )G 

0 0

( )g 

0t



(a)

(b)  
                                                              รูปที ่P1.3 
1.4 ก าหนดให้ฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณ ( )g t  ดงัแสดงในรูปท่ี P1.4(a) ซึง่มีสมการ
เป็น 

  2

1
( ) 1j jG e j e  


    

 ใช้คณุสมบตักิารเล่ือนเวลาและการสเกลหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณในรูป 
P1.4(b), (c), และ (d) 

 

 

( )g t

1

1

0

t

tt

1

2


1

2

2( )g t

1( )g t

1

1

1

(d)(c)

(b)(a)

t

3

3

3( )g t

10

 
 รูปที ่P1.4 
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1.5 ก าหนดให้ ( / ) sinc( / 2 )t       ใช้คณุสมบตักิารเล่ือนเวลาและการเล่ือน
ความถ่ีหาฟเูรียร์ทรานสฟอร์มของสญัญาณในรูปท่ี P1.5 ทกุรูป 

 
1.6 ใช้คณุสมบตัขิองการดฟิเฟอเรนชิเอตทางเวลาและการเล่ือนเวลาเพ่ือหาฟเูรียร์ทรานส

ฟอร์มของสญัญาณดงัแสดงในรูปท่ี P1.6 ทกุรูป 

 

 

cos 4t cos 4t

t

t t

2

2

4

4

24

0

(a) (b)

(c)  
                                                         รูปที ่P1.5 
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1

1

1

1

1

0

0









3 3

2

2



2

 t

t

t

t

1

(a) (b)

(c)

(d)

0

 
 รูปที ่P1.6 


